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2. INECUACIONES IRRACIONALES

2.1. Forma: VA >BinelZ"

5@ resuelve:
S5, =(Az0AB20AA>B"

3, mlAz0AB<l)

€S=8uS; ‘

2.2. Forma: YA <BineZ’

:
|
:
|
{
i
{
|
:
|
Im'.ﬁzﬂﬁﬂﬁ;u.i;}ﬂ"{-ﬂm ‘ ![ Observar que: EE=[_1:1:-"
%
!
j
|
i
:
}
!
|
!
|

Finalmente: Cm 5' UEE
CS =S, uS,
23 Forma: WA 2 ¢UB; maneZ?

CS=Az0+B204A™ 2 B2 ‘

ReSolucion: De acuerdo con la forma (2.3) se

Ejemplo: plantea:

X=220A5-x20Ax-2<5-x
X=220Ax=-520A2x-T <0

Resolver: -4':-:+1:-:-:-1

Resolucidon: De acuerdo con la forma (2.1), se
plantea:

S;:x+120ax=-120ax+1>{(x=-12
x+120ax-120a-x2+3x>0

x+120Ax-120x x%-3x<0
X+120Aax=120Ax(x=3)<0
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EJERCICIOS DE VALOR ABSOLUTO
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Por lo tanto, \[ (\sqrt{-1})"~2 = -1. Y él trataba con nuevas posibilidades, y calculaba, y fracasaba... Por esta razén ahi se utiliza mdas bien la letra $j$ que la $i$, y esta ultima se reserva, en aquel contexto, para las intensidades. \] Sin embargo, apostar a que las reglas de célculo validas para los nimeros reales se extienden sin problemas a los nimeros
imaginarios puede llevar a contradicciones. Y ahi estd: la interpretaciéon geométrica de los nimeros complejos [12] es muy simple, haciendo corresponder $i$ al punto de coordenadas cartesianas $(0,1)$. Lo que se subentiende es que la incégnita designa una magnitud geométrica que sélo puede ser positiva, y las raices negativas deben ser
rechazadas como falsas soluciones del problema que ha llevado a la ecuacién estudiada. Pero me gustaria, para terminar, explicar que incluso si uno parte de los nimeros complejos $a + i \cdot b$, con $a$ y $b$ recorriendo todos los nimeros reales, se puede ain agregarles otros nimeros imaginarios. \] Estuvo tan entusiasmado por haber imaginado
esas férmulas que las grabé sobre el puente Broom hasta donde sus pasos le habian llevado. Solo asi uno se encuentra con una herramienta eficiente de algebrizacién [19] de situaciones diversas y variadas. Afortunadamente, no. Por ejemplo, $\sqrt{-1}$ designaria el conjunto $\{i, -i\}$, y $\sqrt{-4}$ designaria $\{i \cdot 2, -i \cdot 2 \}$. Lo que el
célculo anterior nos muestra es que, tan pronto como uno ha establecido una raiz imaginaria de $-1$ y que uno la ha notado $i$, se puede exhibir también una raiz cuadrada de $-2$: \[ i \cdot \sqrt{2}. Desgraciadamente no me es posible explicar en pocas palabras por qué este ensanchamiento es ttil en la busqueda de las propiedades escondidas de
esos numeros. Los nimeros de la forma $a + i \cdot b$ estdn determinados por dos ntimeros reales $a$ y $b$, y es en ese sentido que Gauss los llama ""complejos” [10]: $ \ $ $ \ $ Una tradicién que se remonta al siglo XVII llamaba ’magnitud compleja’’ a los polinomios [11], ya que estos ultimos eran percibidos como disposiciones complejas de
magnitudes mas simples, las constantes, y las variables. Por ejemplo, el polinomio del miembro de la izquierda del ejemplo de Descartes es una disposicion ’compleja’’ de las constantes $1$, $-6$, $13$, $-10$ y de la variable $x$. Esta es la frase donde él presenta esta notaciéon: $ \ $ $\ $ El simbolo "’$i$’’ utilizado como raiz cuadrada de $-1$ no se
propagd sino hasta el siglo XIX, luego de su empleo sistematico por Carl Friedrich Gauss. Por ejemplo [1], los calculos de magnitudes fisicas importantes en el estudio de los circuitos eléctricos, asi como las tensiones y las intensidades de corriente. Pero, si para calcular con los cuaterniones era necesario abandonar la regla de conmutatividad de la
multiplicacién: \[ x \cdot y = y \cdot x, \] con los octoniones habia que abandonar ademads la de su asociatividad: \[ x \cdot (y \cdot z) = (x \cdot y ) \cdot z. \] Pero \[ (\sqrt{-1})"2 = \sqrt{-1} \cdot \sqrt{-1} = \sqrt{ (-1)\cdot (-1)} =\sqrt{1} = 1, \] de donde $1 = -1$. Extraer las raices cuadradas es una "’operaciéon’’ con muchos valores Volviendo a una
pregunta dejada en suspenso, ¢cOmo se sabe que la igualdad $x”~2 \cdot y™~2 = (x \cdot y)~2$ no conduce a contradicciones en nuestro nuevo contexto imaginario? Pero esa es otra historia [8]. Bueno, miremos cudl es ese nuevo contexto: se introdujo un nuevo simbolo $i$, y se permitié multiplicarlo por un namero real $b$, obteniendo "'nimeros’’ de
la forma $i\cdot b$. Su utilizaciéon en ese contexto parece remontarse a un articulo de Leonhard Euler escrito en 1777 [2]. Bueno, por mientras hay que apostar a que es verdadera, y ver lo que se deriva de ella. Por ejemplo, no hay raiz de $-2$ de la forma $a + i \cdot b$ con $a$ y $b$ ambos racionales [13]. En efecto, él cometié el mismo tipo de error
en sus "'Elementos de Algebra" [7]: $\ $ $\ $ La prudencia hizo entonces que los matematicos decidieran evitar toda utilizacién de los simbolos $\sqrt{-a}$, cuando $a$ es un nimero real positivo, y escribir en su lugar $ \pm i \sqrt{a}$ con el fin de indicar las dos raices cuadradas posibles de $-a$. Ahi estd un punto esencial: en el siglo XVI, en Italia,
fueron introducidos como un juego de expresiones sin sentido tales como $2+ \sqrt{-1}$ o $3 - \sqrt{-5}$ [4]. En realidad, como se verd mas abajo a propdsito de los "’cuaterniones’’, uno puede imaginar sin contradiccién que hay méas de dos raices cuadradas de $-1$. ¢Simple efecto de arrastre de la elecciéon de notacion por parte de algunos grandes
matematicos? Apple ha actualizado esta app para mostrar el icono de la app Apple Watch.Pequefias mejoras. En este texto he querido explicar que se necesita imaginacion para crear los "'nimeros’’ que pueblan cada "’4lgebra’”’, y sentido critico para encontrar las notaciones adecuadas que luego permitiran calcular sin equivocarse. Hay niimeros jaun
mas complejos! Quien descubrid que se podia ampliar todavia el mundo de los nimeros complejos es William Rowan Hamilton. Esto ilustra el hecho de que el estudio de los nimeros aparentemente mas simples que haya -aquellos que uno tiene la costumbre de llamar "'naturales’’- puede obligar a ampliar la imaginacién geométrica hasta admitir
espacios de dimensién infinita. ¢Y otra para "$\sqrt{-3}$"’, luego para "’$\sqrt{-4}$"’, y luego ...? Es a proposito de estas que Descartes afirma que uno puede imaginarse muy bien otras dos, con el fin de que resulte siempre verdadero el hecho de que la ecuacion tiene tantas raices como su grado. La igualdad $x~2 \cdot y"~2 = (x \cdot y)"2$ se
deduce de ella para todas las elecciones de "'nimeros complejos’’ $x$ e $y$. También disponemos de las funciones elementales con nimeros complejos: Comando FunciénParte real (z)x(z)real(z)Parte imaginaria(z) y(z)imaginaria(z)Moédulo(z) Longitud[z]abs(z)Argumento(z) Angulo[z]arg(z)ConjugadoReﬂeja[z,EjeX]conjugado(x) Y los
comandos:Acomplejo[] que transforma un vector o un punto en un nimero complejo expresado algebraicamente.Apunto[] que crea el punto que corresponde al nimero complejo dado, es decir, el afijo. Se necesitara otro para una raiz cuadrada de $-3$, y en general un nuevo simbolo ’$i p$’’ cada vez que se quiera extraer la raiz cuadrada del opuesto
$-p$ de un nimero primo $p$. Bueno, no se puede. No se sabia interpretarlas, pero se apostaba que uno calculaba con ellos como con los nimeros reales. \] Esos fueron los primeros ejemplos de '’sistemas de nimeros hipercomplejos’’. Consiste en decir que el simbolo $\sqrt{x}$ designa no solo un nimero, sino el conjunto de dos raices cuadradas de
$x$. iContradiccion! ¢Qué sucede? También es posible trabajar las operaciones basicas: suma, resta, multiplicacién y divisiéon con sus simbolos habituales +,-,- y / en la vista CAS. Las ultimas versiones de GeoGebra ya reconocen directamente la expresion , no obstante, para introducir la unidad imaginaria pulsamos la combinacion de teclas Alt+i
(windows), ctrl+i (mac) o seleccionamos en la caja de simbolos que se encuentra a la derecha de la barra de entrada la unidad imaginaria. Reemplazar la notacién ""$\sqrt{-1}$’’ por ’$i$’’ tiene la ventaja de impedir que se cometa el error anterior cuando uno es llevado por los automatismos del célculo con nimeros reales. {Por qué se cambié de
notacion, pasando de $\sqrt{-1}$’’ a "’$i$’’? El tiempo borré esas huellas de vandalismo provocado por la embriaguez de la imaginacién matematica, pero una placa [16] recuerda atn por algtin tiempo ese momento de iluminacién: $ \ $ $ \ $ Como se necesitaba cuatro coeficientes para escribir tales nimeros, los bautizé como ’cuaterniones’’. Hemos
convenido en imaginar un “'numero”’, escrito como $\sqrt{-1}$, que sea una raiz cuadrada de $-1$. Pero dos numeros reales permiten también localizar los puntos en el plano, con ayuda de un sistema de coordenadas cartesianas. Si se adiciona tales "'numeros’’ a los numeros reales, se obtiene "numeros” de la forma $a + i \cdot b$, donde $a$ y $b$
son simultdneamente reales. El trataba de encontrar un sistema de "'nimeros’’ de la forma $a + i \cdot b + j \cdot c$ cuyas reglas de multiplicacién permitieran calcular simplemente las compuestas de rotaciones en el espacio euclidiano. Hay ecuaciones de tercer grado que tienen $3$ raices reales, pero otras que solo tienen una. Esta aplicacion
calcula la suma, diferencia, producto o cociente de dos nimeros complejos. ¢Por qué se hablaba de numeros "’imaginarios’’? No se espante entonces si la siguiente definicién le parece hermética, ya que uno de los objetivos de este articulo es hacerle sentir parte de la complejidad de la evolucién histdrica que condujo a ella: Definiciéon: Un ntimero
complejo es un nimero que puede escribirse bajo la forma $a + i \cdot b$, donde $a$ y $b$ designan ntimeros reales y el simbolo "’$i$’’ verifica la ecuacion $i~2 =-1$. Se necesita por lo tanto agregar un nuevo simbolo -digamos «$i 2$» tal que $i 272 = -2$ - si se quiere trabajar simultdneamente con una raiz cuadrada de $-1$ y una raiz cuadrada de
$-2$. Respecto a las raices de las ecuaciones de tercer grado, René Descartes escribié en el Libro Tercero de su "’Geometria’’, publicado en 1637: $\ $ $ \ $ Descartes llama "'verdaderas’’ las raices reales positivas, y "’falsas’’ las negativas. En realidad, la reduccién a la escritura $a + i\cdot b$ solo puede hacerse si uno afiade los nuevos nimeros
imaginarios a todos los numeros reales. Pero se puede mostrar que si los nimeros imaginarios que uno manipula verifican las reglas anteriores, y que ademds cada nimero tiene un opuesto por la adiciéon y cada nimero no nulo un inverso por la multiplicacién (en ese caso se dice que los nimeros forman un cuerpo conmutativo), entonces hay a lo mas
dos raices cuadradas de cada nimero. Que haya que dar prueba de imaginacién cuando se hace matematicas resulta evidente para todo matematico, orgulloso de este aspecto creativo de su oficio. \] El propio Euler habia resuelto de esta manera muchas paradojas referidas a nimeros imaginarios [9], diciendo que estos no debian ser interpretados
como numeros sino como una infinidad de nimeros: $\ $ $\ $ Pero en los cédlculos es mucho mas dificil manipular simbolos que nimeros que designan muchos nimeros simultdneamente. Este punto sutil confundié incluso a Euler. Pero en matematicas se tiende a utilizar la letra $i$, primero por inercia —curioso, jtambién es la inicial de esta palabra!
—, pero principalmente porque es la inicial de "’imaginario’’, y los nimeros complejos debieron ser primero imaginados antes de que se llegara a mostrar que efectivamente existian en alguna parte. La razén es mas sutil. El da el ejemplo de la ecuacién: \[x~3 - 6 x*2 + 13 x-10 =0, \] para la cual $2$ es la nica raiz real. Aqui, "’$j$”’ designaba una raiz
cuadrada de $-1$ que fuera diferente al mismo tiempo de $i$ y de $-i$ [15]. En particular, se apostaba que las reglas siguientes, siempre verdaderas para los nimeros reales, permanecian aun cuando se calcula con nimeros imaginarios [5]: Reglas de célculo : \[\begin{array}{1} \bullet \: \: x + (y + z) = (x + v ) + z \mbox{ (asociatividad de la
adicion)}, \\ \bullet \: \: x + y = y + x \mbox{ (conmutatividad de la adicion)}, \\ \bullet \: \: x \cdot(y + z) = x \cdot y + x \cdot z \mbox{ (distributividad a la izquierda de la multiplicacién sobre la adicién)}, \\ \bullet \: \: (y + z) \cdot x= y \cdot x + z \cdot x \mbox{ (distributividad a la derecha de la multiplicacién sobre la adicién)}, \\ \bullet \: \: x \cdot y
= y \cdot x \mbox{ (conmutatividad de la multiplicacién)}, \\ \bullet \: \: x \cdot (y \cdot z) = (x \cdot y ) \cdot z \mbox{ (asociatividad de la multiplicacion).} \end{array} \] A continuacion se ilustra como una parte de esas reglas -¢ve usted cuales uno necesita?- permite calcular el cuadrado de $2 + \sqrt{-1}$, lo que es indispensable si se quiere
verificar que ese nimero es una soluciéon de la ecuacién considerada por Descartes: \[ (2 + \sqrt{-1})"2= 2 \cdot (2 + \sqrt{-1}) + \sqrt{-1} \cdot (2 + \sqrt{-1}) = 272 + 2 \cdot 2 \cdot \sqrt{-1} + (\sqrt{-1})"2 =4 + 4 \cdot \sqrt{-1} -1 = 3 + 4 \cdot \sqrt{-1}. Y entonces: \[ - \sqrt{2} = i\cdot (i \cdot \sqrt{2}) = \sqrt{-1} \cdot \sqrt{-2} =
\sgrt{(-1)\cdot (-2)} = \sqrt{2}, \] lo que nuevamente es una contradiccidon. Lo que el razonamiento anterior nos muestra es que la regla \[ \sqrt{x} \cdot \sqrt{y} = \sqrt{x \cdot y}, \] verdadera cuando $x$ e $y$ son numeros reales positivos, no se extiende a los nuevos nimeros imaginarios. jSe necesitaria una infinidad de letras! Afortunadamente,
esto no es necesario [6]. Se puede probar entonces que hay una sola manera de adicionar y de multiplicar los nimeros de ese tipo si se quiere respetar las reglas de calculo escritas anteriormente. Peligros de la expresion "'$\sqrt{-1}$’’ A continuacién, la manera mas simple de llegar a una contradiccién. Entonces, si se desea trabajar agregando a los
racionales todas esas raices cuadradas simultdneamente, se obtiene un mundo de nimeros complejos de la forma \[a + i\cdotb 1 +i 2\cdotb 2 +i 3\cdotb 3 +i 5\cdotb 5+ \cdots +i 21i 3 \cdotb {2,3} + \cdots \] Se tiene una infinidad de coeficientes racionales indeterminados $a, b 1,b 2, ..., b {2, 3}, b {2, 5}, ..., b {2, 3, 5}, ...$.
Igualmente, un nimero ’complejo’’ es percibido como una disposiciéon de dos niimeros reales... Lo anterior no significa que -incluso si uno define de esta manera los nimeros "’complejos’’- no haya que poner atencién cuando se extraigan sus raices cuadradas: hay $2$ en el mundo de los nimeros complejos. Con anterioridad, se escribia mas bien
"$\sqrt{-1}$"’, lo que tenia la ventaja de recordar de manera inmediata que se trataba de una raiz cuadrada de $-1$. Bueno, se reemplaza $x$ por cada uno de ellos en el polinomio dado, se calcula como si se tratara de nimeros reales, y se ve que resulta igual a $0$. Sus productos serian, por definicion, el conjunto formado por productos de dos
elementos tomados en cada conjunto. Una condicion previa de su descubrimiento habia sido renunciar a escribir "’$\sqrt{-1}$’’: ¢como diferenciar entre ellas tres raices cuadradas de -1 si todas se escriben "$\sqrt{-1}$’’? Un numero complejo se define de la forma con e i. Por lo tanto, los nimeros complejos pueden representarse mediante un punto
del plano, $a+ i\cdot b$, correspondiente al punto de coordenadas cartesianas $(a,b)$. ¢Por qué se habla de nimeros "’complejos’’? Pero para comprenderla, necesitaremos primero hablar de las reglas del juego con esos nimeros imaginarios. Pero, si hay dos raices cuadradas de $-a$, ¢como se sabe diferenciarlas una de otra? Por esta razén se ha
preferido escoger una raiz cuadrada fundamental de $-1$, que se ha notado $i$, y decir que los nimeros con los cuales uno trabaja son aquellos de la forma $a + i \cdot b$, una expresion en la cual $a$ y $b$ designan ntiimeros reales. Apolar[] que tiene por resultado el par (médulo; argumento), es decir, la expresion trigonométrica del complejo dado.
¢Creimos por un instante que el matematico era libre de imaginar nuevos seres y, envanecidos por ese lado "artistico’’, nos hinchamos de importancia como la rana de la fabula, hasta que reventamos? Para comprenderlo, reflexionemos en lo que deberia significar "’$\sqrt{-2}$’’: un nimero cuyo cuadrado vale $-2$. A propdsito, hay una manera de
que la igualdad $ \sqrt{x} \cdot \sqrt{y} = \sqrt{x \cdot y} $ resulte también verdadera, incluso cuando $x$ e $y$ son nimeros complejos. ;Ese $\sqrt{-1}$ imaginado no era mas que una quimera, como la del logo del articulo ? \] ¢Qué significa el hecho de que esos dos 'nimeros’’, $2 + \sqrt{-1}$ y $2 - \sqrt{-1}$, sean raices de la ecuacion de
inicio? Hay una simetria perfecta entre ambas, jy esta es otra razén de la ambigiiedad del simbolo $\sqrt{-a}$! Es Galois quien se dio cuenta que ese fendmeno de simetria es muy general e introdujo un nuevo tipo de objeto, los grupos, para medir la estructura de cada simetria cada vez que uno se da una ecuacion polinomial, y no solamente cuando
se trata de ecuaciones de la forma $x"2 = -a$. Pero siguieron otros y en realidad hubo tantos descubrimientos, obtenidos al abandonar por turno diversas reglas de calculo validas para los nimeros reales, que se sintio la necesidad de nombrar de manera mas corta aquellas extensiones de los nimeros reales. El lector curioso por descubrir los
increibles desarrollos provocados hace ya mas de un siglo por esta idea de afiadir nimeros imaginarios a los nimeros ya conocidos, podra consultar el articulo "’Nombres complexes’’, de Eduard Study y Elie Cartan [18]. {Habia por lo tanto otros nimeros mas allad de los nimeros complejos! Este descubrimiento produjo una fuerte impresion en sus
contemporaneos y, casi simultdneamente, John Graves y Arthur Cayley descubrieron otra ampliacién de los nimeros complejos, los "’octoniones’’. y trabajar sélo con los nimeros de la forma $a + i \cdot b$. Sin embargo, uno puede imaginar otras dos, que incluso se sabia representar mediante una muy rara férmula: \[ 2 \pm \sqrt{-1}. Introduzca el
real y el imaginario, o el médulo y el argumento para cada nimero complejo, seleccione +, -, X 0 + y el resultado se calculara automaticamente. Se contempla asi un magnifico ejemplo de creatividad matematica: ahi donde un razonamiento légico simple indicaba que no existe ningin nimero conocido que, elevado al cuadrado, dé $-1$, se imaginé un
numero de una nueva clase que tiene esta propiedad [3]. La interpretacion geométrica se haria aqui en un espacio cartesiano de dimension infinita, en el cual sélo se consideraria los puntos en coordenadas racionales [14]. Esto paso a ser simplemente "’adlgebras’’ [17]. Page 2 ¢Usted no estudié nunca los nimeros 'complejos’’, o si lo hizo pero solo se
acuerda vagamente? \] jAh, pero no!, me dird usted: ;cdmo sabe uno que la relacion $x”~2 \cdot y~2 = (x \cdot y)"2$ todavia es valida cuando uno manipula nimeros imaginarios, siendo que hemos sido desenmascarados con la igualdad $\sqrt{x} \cdot \sqrt{y} = \sqrt{x \cdot y}$? F1 buscaba lo que debia valer el producto $i \cdot j$, pero ninguna
féormula de la forma \[ i \cdot j = j \cdot i = \alpha + i\cdot \beta + j \cdot \gamma ,\] con $\alpha$ y $\beta$ designando nimeros reales, permitia modelizar las rotaciones... Pero entonces, ya que se podria llegar de manera analoga a una contradiccién al manipular con demasiada desenvoltura la expresién "'$\sqrt{-2}$"’, ¢es necesario introducir una
nueva letra para escribir "$\sqrt{-2}$’’? jPero $i \cdot \sqrt{2}$ es un nimero asi! En efecto: \[ (i \cdot \sqrt{2})"2 = i~2 \cdot (\sqrt{2})"~2 = (-1) \cdot 2 = -2.\] Se podria anotarla $\sqrt{-2}$, pero eso seria peligroso por la misma razén que antes, ya que de nuevo se tendria ganas de utilizar la igualdad $\sqrt{x} \cdot \sqrt{y} = \sqrt{x \cdot y}$.
Desgraciadamente, desde afuera, a menudo no se percibe ese lado imaginativo, pero los matematicos estan felices de poder recordarlo gracias a esta letra "’$i$’’. Se obtiene entonces: \[ \sqrt{-1} \cdot \sqrt{-4} =\{2, -2 \} = \sqrt{4} = \sqrt{(-1) \cdot(-4)}. hasta que un buen dia, durante un paseo, jcomprendié que debia abandonar la regla $i \cdot j
= j\cdot i$ ! Y al mismo tiempo vio que debia introducir otra vez una raiz cuadrada de $-1$, que él noté como $k$, y que las reglas de céalculo con los nuevos nimeros complejos de la forma \[ a + i \cdot b + j \cdot ¢ + k \cdot d \] podian ser resumidas asi: \[ i"2 = j~2 = k™2 =1i\cdot j \cdot k = -1. Esta interpretacion geométrica resulté posible por la
comprobacion de que mas vale evitar las expresiones del tipo $\sqrt{-1}$, $\sqrt{-2}$, $\sqrt{-3}$, etc. Estos nimeros simplifican muchos asuntos "’complejos’’. Por el contrario, si uno los agrega inicamente a los nimeros racionales, entonces esta obligado a utilizar muchos més parametros que $2$ para escribir los nimeros imaginarios, e incluso
una infinidad. Geogebra permite la representacién de complejos sin mas que escribir en la barra de entrada, por ejemplo, . Por lo tanto, a diferencia de la operacién de elevacién al cuadrado que toma un solo valor para cada nimero complejo, esta de la extraccion de la raiz cuadrada toma dos.
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